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INTEGRAZIONE NUMERICA

Cenni teorici

La soluzione analitica dell'integrale di moto di sistemi vibiréineari ad un grado di liberta
€ nota e calcolabile in termini esatti. Tuttavia in alcuneositanze potrebbe essere conveniente
ricorrere a metodi numerici iterativi per la soluzione apprassindell'integrale di moto,
soprattutto qualora il sistema presenti non-linearita (molle dgiezza non costante,
smorzamento variabile con la velocita, forzanti non sinusoidali, elb@)complicherebbero
eccessivamente la ricerca di una soluzione analitica.

| metodi di integrazione numerica per sistemi dinamici assumonpeshen certo statedel
sistema, ad un certo istarttesia possibile ottenere la derivata del sistestdt dper mezzo di
una funzione che, chiamata piu volte in successione dal metodo diitewy, permetta di
calcolare I'evoluzione dello stato nel tempo ad intervalli discreti.

Con riferimento ad un sistema molla-smorzatore ad un grado didlil®rha il seguente
stato:

s={x, v} (posizione, velocita) QD

La derivata dello stato &
ds/dt = {dx/dt, dv/dt} 2)
=4 & (3)

Si noti che per il calcolo della derivata dello stato € necessarraesttia la valutazione della
seconda componente del vettore, in altre parole dell'accelerazssenflov gia nota in
quellistante).

In generale, dato uno stasad un certo istante sara sempre possibile ricavasédticon
una funzione del tipo

ds/dt = f(st) (4)

Ad esempio, nel caso del sistema molla-smorzatore qui in essseade M+Rv+Kx=F(t),
tale funzione sara:

dydt = {v, a}={v, (FO-Rv-Kx)/M} (5)

Se lo smorzamento o la rigidezza non fossero costanti, sarebbe comuoasibde calcolare il
secondo elemento del vettore (I'accelerazione) in funzione dellosstatiel tempa.

Al fine di calcolare l'integrale di mote=|v dt, si pud usare il piti semplice dei metodi di
integrazione numerica: il metodo di Eulero.
Approssimando la sidt=f(s,t) con differenze finite:

ASIAt = f(st) + € (6)
(Suar- )/ AL = f(st) +€ 7)



quindi, noto uno statg ad un istante, si ottiene lo statg., all'istante di tempo successivo
grazie all’approssimazione:
St = S+ AL f(st) (8)

Tale formula pud essere utilizzata ripetutamente per ottenererosenapprossimazioni
dell'integrale dello stato, ad intervalli crescenti di tempo.déiinitiva si ha ilmetodo di
integrazione di Eulero, metodo esplicito del primo ordine:

@ Seat 1= S+ AL f(st) 9
t=t+At

Nel caso specifico del sistema molla-smorzatore, si esegue la seger@ziene:

@ Seat = §HAL {v, (FO-Rv-KX)/M } (20)
t

QU t+ At

oppure, esplicitando gli elementi del vettore stato:

@ Vit = i+ At [ (FE)-RV-KX)/M ] (11)
Xe+at X+ At v

QU ti=t+At

Ad ogni istante di tempo i valori di, X; €y possono essere memorizzati in una lista di
valori, in modo da poter tracciare i graficix{t) e v(t), come nell’illustrazione che segue:
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| primi due valorixo e Vo dai quali parte l'iterazione rappresentano le condizioni al
contorno (posizione iniziale e velocita inizial&jiterazione termina pert>tmax , CONtmax
fissato dall’'utente.

Si osservi che il metodo diverge se si tenta di simulare fenomeni ascifldtalta frequenza
con passo d’integrazior® eccessivamente elevato. Indicativamente, convene assfitrere
piu grande di 1/50 del periodo dell’'armonica con frequenza piu elevatanS& pud stimare
un valore ottimale di\t, potrebbe essere necessario ripetere il calcolo, ricordandaauttey
valori troppo ridotti diAt comportano lunghi tempi di calcolo.

Metodi d’integrazione di ordine superiore espliciti (Runge-Kutta, &hterson) o impliciti
(Gear, Petzold) permettono precisioni superiori anche con intervalli d’integeameno fitti.



Metodo d’integrazione di Eulero con EXCEL™
(Esercizio da riportare sul quaderno)

Si chiede di calcolare l'integrale di moto di un sistema molla-smorzatore con:

Massa M =06 kg

Rigidezza K = X Nm (con x = ultima cifra del numero di matricola + 1)
Smorzam. R = 0,9 Ns/m

Pos.iniziale xg = 1,0 m

Vel.iniziale vy =14 mls

Riportare i grafici con 'andamento della forza scambiata coldio, 'andamento della
velocita, della posizione e dell’accelerazione, per un periodo di 4 secondi di simulazione

Traccia di svolgimento

Inserire i valori di massa, rigidezza, smorzamentstep di integrazione in quattro celle diverseyisgnno come
costanti in formule successive. Ad esempio:

i tassa 0600 (k)

g_a_ssa = cellal3 Rigidezza 1,000 [Mrm]
igidezza = cella 14

Smorzamento = cella |15 Smorzamento 0,900 [Nm.-’a]

Intervallo dt = cella 17.

Intervallo Dt I 0 IZI1EI_|[5]

Si utilizzera Excel per calcolare automaticamenilori di posizione, velocita, accelerazione, etdorma di dati in
colonne distinte.

Inserire valori sensati, come in figura.

Si inseriscano, affiancati come in figura, | 8
i valori di tempo iniziale t, posizione

iniziale x e velocita iniziale dx/dt, ad
esempio: d t X dxddt ddx/dtdt F

10 0,000 1,000 1,400

tempo inizio calcolo, t = cella B10
posizione iniziale x = cella C10
velocita iniziale dx/dt = cella D10.

Si inserisca anche I'accelerazione iniziale dait/@tella D10) come formula: -C10*$1$4-D10*$1$5

Nella riga successiva (riga 11 nel nostro esengimjseriranno le formule per il calcolo di t, x/dt, ddx/dtdt e F ad
ogni istante di tempo, secondo il metodo d’integnaa di Eulero. In particolare si inseriscanodgugenti formule:

cellaBl11 = B10+3$I1$7 (ovverQubye= torecedent dt)

cellaG11l = -C11*$1$4-D11*$I1$5  (calcola la forga= -Kx — R dx/dt )

cella E11l = G10/$1$3 (calcola I'accelerazioae F/M)

cellaD1l = D10+E10*$I$7 (calcola la veloCitada= Vprecedentst @ dt )
cellaCll = C10+D10*31$7 (calcola la posiziong,%= Xorecedentst V dt )

Si osservi che alcuni riferimenti a celle hannsiihbolo $ che precede gli indici: tale simbolo galche gli indici
non devono essere automaticamente incrementatakd uando si espande la tabella su piu righe.

Per creare una tabella con numerose righe, ci

selezionino tutte le caselle appartenenti allao¥gero 0,000 1200 1,400 0,000 -7 500
le caselle contenenti le formule appena inseriie. |__0010 1214 1,400 -3.900 -?',842{
utilizzi il mouse per trascinare 'angolo in basao

destra del rettangolo di selezione: in tal modo si

creeranno altre righe, ognuna con gli indici nelle
formule automaticamente aggiornati.



Se non ci sono problemi, nel foglio cosi ottenupogranno cambiare i valori di x e

di dx/dt ndliga 10, ottenendo

istantaneamente I'aggiornamento di tutti i valoripgsizione, velocita ed accelerazione ad intenabscenti di

tempo.

| risultati potranno essere raccolti e presentatiliante grafici, come in figura.
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Sul sitohttp://ied.eng.unipr.it/tasora# disponibile il seguente materiale didatticanpeesso in due archivzip:

- Esempio di foglio Excel
modalita 'protetta’: non si possono vedere o meatidi le formule. Per rimuovere
“Strumenti — Protezione.. — Rimuovi protezione fo§lcon passwordmecapp .

- Programma in linguaggio Matlalndof_b.m per la simulazione di sistemi ad

per integrazione col ot di Eulero:eulero.xls. Il foglio elettronico € salvato in

la protezione, 2¢dre il menu

un grado di iberon forzanti

generiche e con moto impresso al vincolo. Il progra presenta funzioni piu avanzate rispetto alidogkcel.
Per installare ed utilizzare il programma, leggetentamente il filehel p. pdf nella directoryundof\ .



